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����� ����
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 ����
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�=�������� L�
�
�	���!0  ��
=���

�� (c)′ = 0( ?�
 c 6 �/��
 �����2

�� (x)′ = 12

9� (xn)′ = nxn−1( ?�
 n 6 �/��
 �����2

F� (ax)′ = ax ln a( ?�
 a > 0( a �= 12

�� (ex)′ = ex2

I� (loga x)′ =
1

x ln a
( ?�
 a > 0( a �= 12

�� (lnx)′ =
1
x
2

B� (sin x)′ = cosx2

8� (cosx)′ = − sinx2

�7� (tg x)′ =
1

cos2 x
( :�� x �= π

2 + πk( k ∈ Z2

��� (ctg x)′ = − 1
sin2 x

( :�� x �= πk( k ∈ Z2

��� (arcsinx)′ =
1√

1 − x2
2

�9� (arccosx)′ = − 1√
1 − x2

2

�F� (arctg x)′ =
1

1 + x2
2

��� (arcctg x)′ = − 1
1 + x2

�

QQ� - L	�� � ��
��/�
� ���	�0 f(x) � g(x) 6 :���������!
  ��
=��(
��� 
�	��!0 :���	�
 :���������� ��

	 ��!���

�I� (f(x) ± g(x))′ = f ′(x) ± g′(x)2

��� (cf(x))′ = cf ′(x)( ?�
 c 6 �/��
 �����( c �= 02

�B� (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)2
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�8�

(
f(x)
g(x)

)′
=

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)
g2(x)

( g(x) �= 0�

QQQ� D������ ��  
�
�=�������� ���&���  ��
=���

�7� (f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x)�

�� � ������� !����
�
�� �����"� !�������
�#

������ �� R��	� :���������/ f ′(x)  ��
=�� f(x) = log2 x sin x�

R�� ��&�� ���	� :���������/ �	 :�����
�
��� ���0  ��
=��
log2 x � sin x A ������ �BC;

f ′(x) = (log2 x)′ sin x + log2 x(sin x)′.

)
:
�� ����
� :��������!
 (log2 x)′ � (sin x)′ A �����! I � BC�

(log2 x)′ =
1

x ln 2
; (sin x)′ = cosx.

4
����	
���� :�����
�

f ′(x) =
1

x ln 2
sinx + log2 x cosx.

������ �� .����  
�
�=�����	�  ��
=�/ f(x) =
ex

arcsinx
�

R�� ��&�� ���	� :���������/ �	 ���	��?� ���0  ��
=�� ex �
arcsinx A ������ �8C;

(
ex

arcsinx

)′
=

(ex)′ arcsinx − ex(arcsinx)′

arcsin2 x
.

R���
� :��������!
 (ex)′ � (arcsinx)′ A �����! � � ��C�

(ex)′ = ex; (arcsinx)′ =
1√

1 − x2
.

4
����	
���� :�����
�

f ′(x) =
ex arcsinx − ex 1√

1 − x2

arcsin2 x
=

ex(arcsinx
√

1 − x2 − 1)
arcsin2 x

√
1 − x2

.
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������ 9� R��	� :���������/
dy

dx
���  ��
=�� y(x) = 5x4 + ctg x.

R���
� :���������/ �	 ����! ���0  ��
=�� 5x4 � ctg x A ������
�IC�

(5x4 + ctg x)′ = (5x4)′ + (ctg x)′.

R���
� :��������!
 (5x4)′ � (ctg x)′ A �����! 9( �� � ��C�

(5x4)′ = 5(x4)′ = 5 · 4x3 = 20x3; (ctg x)′ = − 1
sin2 x

.

4
����	
���� :�����
�

dy

dx
= 20x3 − 1

sin2 x
.

-�
 :���
�!( :���
�
��!
 �!@
( ���
�&���  ��
=��( ��������

��:����/ 	���
� �	 :
�
�
���� x� ,�����	��� 	
:
�� ���?�
 ���


���&�!
 :���
�!�

������ F� R��	� :���������/ f ′(x)  ��
=�� f(x) = cos 5x�

D������ 8 � L	�� �����
 ��&�� :���
��	� �
 �
:���
��	�
���(
� 
�
 :������� �
�� � 	��( �	�  ��
=�� cos 5x ����
	�� ���"���6
��?��
�	 
������� ��
�� �
 :
�
�
���� x( �  ��
=�� 5x�
)�
�� �������( ��� ��0�&�
��� :����������  ��
=�� cos 5x ��&'

�� :���
��	� 
���
  �����! 8 
�
 �  ������ �7�
.������ :�������� 5��	��� ��  ������ 8 
�
 �� :������ 6 :��'

�������� �	 
������� ��?��
�	� ����� ����� ������ �	 �� � "� ��'
?��
�	��
- ��@
� �����
 ��?��
�	 
������� ���
� 5x� 4�������� 
?� �� t�

.�����
� (cos t)′ = − sin t( �� t = 5x( :�L	��� �
��0����� �
���

'
	�����	� �
����	�	 � ���	�
	�	��� �  ������� �7� )� 
�	� (cos t)′ =
− sin t · t′� R�0���� :���������/ �	 ��?��
�	� t′ = (5x)′ = 5(x)′ = 5�
5�
����	
����( f ′(x) = − sin t · 5 = −5 sin t. -�:������( �	� t = 5x(
��:�@
� �	�
	 f ′(x) = −5 sin5x�
1�
 ��� :������ :���	�
 ���&���  ��
=�� 6 ���&��� ���
	 ���'


��  ��
=��( ��?��
�	�� 
�	���� ����
	�� �
 :���	� x( � 
�
��'	�
���?��  ��
=��� 5��&�!�� ����	( ��:���
�(  ��
=�� ln tg x( 2

3√4x+7(
(3x2 − 4)

1
2 ( �0 ��?��
�	��� ����
	�� �
 x( � ���!
  ��
=�� tg x(

3
√

4x + 7( 3x2 − 4�
R���
� 	
:
�� :�������!
 �
�����!0 �!@
  ��
=���

������ �� -!�����	� :���������/
dy

dx
 ��
=�� y = ln tg x�
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5��	��� ��  ������ � 
�
 �� :������� .���������� �	 ��	�����'
��?� ��?��� �� ��?��
�	� ����� 
����=
( �
�
���� �� ��� "� ��'
?��
�	�
- ��@
� �����
 ��?��
�	 ��?��� �� ���
� tg x� 4�������� 
?�

�� z� (ln z)′ =
1
z
( �� z = tg x( :�L	��� �
��0����� �
���

	�����	� �
'

����	�	 � ���	�
	�	��� �  ������� �7� )� 
�	� (ln z)′ =
1
z
·z′� R�0����

:���������/ �	 ��?��
�	� A ������ �7C (tg x)′ =
1

cos2 x
� 5�
����'

	
����( ���	!���( �	� z = tg x( :������ �	�
	

dy

dx
=

1
z
· 1
cos2 x

=
1

tg x cos2 x
=

cosx

sinx cos2 x
=

2
sin 2x

.

������ I� R��	� :���������/ g′(x)  ��
=�� g(x) = 2
3√4x+7�

5��	��� ��  ������ F 
�
 �� :������� .���������� �	 :�
���'
	
�����  ��
=�� ����� 
� �����( ����&
���� �� ��	������!� ��?�'
�� � ��������� :�
���	
�����  ��
=���
- ��@
� �����
 ��������
 :�
���	
�����  ��
=�� a = 2( ��?�'

�
�	 3
√

4x + 7� 4�������� ��?��
�	 3
√

4x + 7 = t� (2t)′ = 2t · ln 2( ��
t = 3

√
4x + 7( :�L	��� �
��0����� �
���

	�����	� �
����	�	 � ���	'

�
	�	��� �  ������� �7� )� 
�	� (2t)′ = 2t · ln 2 · t′� )
:
�� �
��0�����
���	� :���������/ �	 ��?��
�	� t = 3

√
4x + 7 = (4x + 7)

1
3 6 L	� �	
'

:
����  ��
=��( �� �
 ��?��
�	� x( � �	  ��
=�� 4x + 7( 	� 
�	�
���&���  ��
=���
5��	��� ��  ������ 9 
�
 �� :������� .���������� �	 �	
:
����

 ��
=�� ����� :�����
�
��/ :�
���	
�� �	
:
�� �� �	
:
���/  ��
'
=�/ �� � "� ��?��
�	�( � :�
���	
�
� �	
:
�� �� 
����=� �
��@��(
�
� ��0���!��
4�������� 4x+7 = z( (z

1
3 )′ = 1

3z
1
3−1 = 1

3z−
2
3 ( �� 	�
 
�
 L	� ���&'

���  ��
=��( 	� :�  �����
 �7( :������; (z
1
3 )′ = 1

3z−
2
3 · z′� 4�	�����

���	� z′ = (4x + 7)′ = (4x)′ + (7)′ = 4(x)′ + 0 = 4� .���
����	
��'
�� :���	����� :����
��!
 �
����	�	! � ��0����/  ������( :������
�
����	
���!� �	�
	

g′(x) = 2t · ln 2 · 1
3
z−

2
3 · 4 =

4
3

ln 2 · 2 3√4x+7(4x + 7)−
2
3 .

������ �� .����  
�
�=�����	�  ��
=�/ h(x) = (3x2 − 4)
1
2 �

E	� �	
:
����  ��
=��( �� �
 ��?��
�	� x( � ���&��?� ��?��
�	�
3x2 − 4�
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5��	��� ��  ������ 9 
�
 �� :������� .���������� �	 �	
:
����
 ��
=�� ����� :�����
�
��/ :�
���	
�� �	
:
�� �� �	
:
���/  ��
'
=�/ �� � "� ��?��
�	�( � :�
���	
�
� �	
:
�� �� 
����=� �
��@��(
�
� :�
&����

4�������� 3x2−4 = u(
(
u

1
2

)′
= 1

2u
1
2−1 = 1

2u− 1
2 ; u = 3x2−4.R���
�

	
:
�� :���������/ �	 ��?��
�	� (3x2−4)′ = (3x2)′−(4)′ = 3 ·2x = 6x
A �����! �I( ��( 9( �C� .
�
���&�� �
����	�	! � ���	�
	�	��� �  ��'
����� �7( ��:������( �	� u = 3x2−4( :�����
� ��
���/ :���������/

h′(x) =
1
2
u− 1

2 · 6x = 3u− 1
2 x = 3(3x2 − 4)−

1
2 x.

,�����	��� 
�
 �
�
���
� :���
���( 
���
�	���� �
��	��� �
�


:��������

������ B� R��	� :��������!
 dy
dx ��
��/��0  ��
=���


C y = 8 3
√

3x + 11 +
5

4
√

x4 + 1
;


C y =
7
√

ln4 9x;

�C y = log3
3

√
9

e3x − e−3x
2

 C y = (esin x − 1)3.


C y = 8 3
√

3x + 11 +
5

4
√

x4 + 1
= 8(3x + 11)

1
3 + 5(x4 + 1)−

1
4 . )�
��

�������( ��0�����  ��
=�� 6 L	� ����� ���0 �	
:
��!0  ��
=��
�� ���&�!�� ��?��
�	��� 3x + 11 � x4 + 1� 4�������� u = 3x + 11
v = x4 + 1( 	�?��

dy

dx
= (8u

1
3 + 5v−

1
4 )′ = 8(u

1
3 )′ + 5(v−

1
4 )′ =

= 8 · 1
3
u

1
3−1 + 5 ·

(
−1

4

)
v−

1
4−1 =

8
3
u− 2

3 − 5
4
v−

5
4 .

#�
�� �! ���:�����������  �������� �I( �� � 9� - ���	�
	�	��� �
 ������� �7( 	�
 
�
 ��0�����  ��
=�� ���&���( �! ���&�! �
��'
�

	�����	� �
����	�	 � ��:���	�;

dy

dx
=

8
3
u− 2

3 · u′ − 5
4
v−

5
4 · v′.
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R���
� :��������!
 ��?��
�	�� u′ = (3x + 11)′ = 3(x)′ + (11)′ = 3
A �����! �I( ��( �( �C� v′ = (x4 + 1)′ = (x4)′ + (1)′ = 4x3 A �����!
�I( 9( �C� .���	����� :����
��!
 �
����	�	! � �!��&
��� ��� u � v
� :���������/( :�����
� �	�
	

dy

dx
=

8
3
(3x+11)−

2
3 ·3− 5

4
(x4 +1)−

5
4 ·4x3 = 8(3x+11)−

2
3 −5(x4 +1)−

5
4 x3.


C y =
7
√

ln4 9x = (ln 9x)
4
7 6 L	� �	
:
����  ��
=�� �	 ���&��?� ��'

?��
�	� ln 9x� 4�������� ln 9x = t( 	�?�� y = t
4
7 ( ����
� :���������/

� ���	�
	�	��� �  �������� �7 � 9�

dy

dx
=
(
t

4
7

)′
=
(

4
7
· t 4

7−1

)
· t′ =

4
7
t−

3
7 · t′.

)
:
�� ����
� :���������/ ��?��
�	� t = ln 9x� E	� ��?��� ���
'
�
��  ��
=�� �	 ���&��?� ��?��
�	� 9x� 4�������� 9x = z( :������

t′ = (ln z)′ =
z′

z
=

(9x)′

9x
=

9
9x

=
1
x

.

�! ���:�����������  �������� �7( �( �� � �� .���	����� �
����	�	
� �!��&
��
 ��� :����������( :�����
� �
����	
���!� �	�
	;

dy

dx
=

4
7
(ln 9x)−

3
7 · 1

x
=

4
7x

ln− 3
7 9x.

�C y = log3
3

√
9

e3x − e−3x
= log3

(
9

e3x − e−3x

) 1
3

=
1
3

log3

9
e3x − e−3x

=

1
3
(
log3 9 − log3(e3x − e−3x)

)
=

2
3
− 1

3
log3(e3x − e−3x). - L	�0 :�
����'

�������0 �! ���:����������� �����	���� ��?��� ���( ���	� 
�	��!

��&�� � �/��� @
������ ��
���

( ��:���
� � O�P� - �
����	�	
 ��'
0�����  ��
=�� :�
��	������� � ���
 ������	� ���0  ��
=��( ����

�� 
�	��!0 
���	��	�
2
3
( � ���?�� 6 ��?��� ���
�
��  ��
=�� �	

���&��?� ��?��
�	� e3x − e−3x�

dy

dx
=
(

2
3
− 1

3
log3(e

3x − e−3x)
)′

=
(

2
3

)′
− 1

3
(
log3(e

3x − e−3x)
)′

=

= −1
3
(
log3(e

3x − e−3x)
)′

.
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.�� L	�0 :�
�����������0 �! ���:�����������  �������� �I( �� � ��
4�������� e3x − e−3x = t( 	�?�� :�  ������� I � �7 :�����
�

(
log3(e

3x − e−3x)
)′

= (log3 t)′ =
t′

t ln 3
.

-!������ t′;

t′ = (e3x − e−3x)′ = (eu)′ − (ev)′ = eu · u′ − ev · v′.
#�
�� u = 3x( v = −3x � u′ = 3( v′ = −3� �! ���:�����������  ����'
���� �7( �I( �( �� � ��
+	�
( :���
����	
���� :���	����� :����
�!!
 �
����	�	!( ��0�'

��� �	�
	;

dy

dx
= −1

3
(
log3(e

3x − e−3x)
)′

= −1
3
· t′

t ln 3
= −1

3
· eu · u′ − ev · v′
(e3x − e−3x) ln 3

=

= −1
3
· e3x · 3 + e−3x · 3
(e3x − e−3x) ln 3

=
e3x + e−3x

e−3x − e3x
· 1
ln 3

.

 C y = (esin x−1)3 6 L	� �	
:
����  ��
=�� �	 ���&��?� ��?��
�	�
esin x − 1� 4�������� esin x − 1 = t( 	�?�� � ���	�
	�	��� �  ��������
9 � �7;

dy

dx
=
(
(esin x − 1)3

)′
=
(
t3
)′

= 3t2 · t′.
)
:
�� ����
� :���������/ ��?��
�	� t′ = (esin x − 1)′ = (esin x)′�
D��
=�� esin x 6 L	� :�
���	
�����  ��
=�� �	 ��?��
�	� sin x( :�'
L	���( ��������� sin x = z( �:�	� �
��	��
� :�  �����
 �7( � 	�
&

:�  �����
 �;

(esin x)′ = (ez)′ = ez · z′ = esin x · (sin x)′ = esinx cosx.

)�
�� ������� :�����
� �	�
	;

dy

dx
= 3(esin x − 1)2esin x cosx.

�� �����
���� � 
��������� �
���
��


�
����

R� :��
	�

 ���	� ��	�
��/	�� ������( � 
�	��!0 	�
��
	�� ���	�
�������@

 ��� ����
��@

 ����
��
 �� ��
0( 
�	��!
  ��
=�� :��'
����
	 �� �	�
�

 ��� �� ��
� �����	� �:�
�
�
����
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1��� :������/ ������ �
��0����� �
@�	� �� �	�
�

( 	� ������	'
����� ?�� �
 :����������� �
:�
�!����  ��
=��( ��&�� ��
��	�'
��( �	� �������@

 ��� ����
��@

 ����
��
  ��
=�� ��
��
	 ��
�	�
��
�� ����
��� � 
��=
�!0 	��
�0( ��� � 	��
�0 L
�	�
���� 6 	� 
�	�
� 	��
�0 ��
������ � �������� A��� ���� �C�
)�
�� ������� ��� ��0�&�
��� �� �

�	���� �	�
�

 [a, b] ���'

����@
?� � ����
��@
?� ����
���  ��
=�� f(x) ��&��;
�C ���	� ����
���  ��
=�� �� 
��=�0 �	�
�
�( 	� 
�	� ����� f(a) �
f(b)2
�C ���	� ����
��� � 	��
�0 L
�	�
����( :������
&���0 ��	
�����
(a, b)2
9C �� ����
��!0 ����
��� �!���	� ����
��@

 � �������@

�

��'� 1� ��'� .�

&�"������ '% #�� �
 �
�������� $��� �
�
������% ��
����� ���	�
��� ����� 
���� � ���	� x0! � 	������ ���������
� f ′(x) �� �����
������� &
������! �
�������� ��
����� ���	��� y = |x| A��� ���� 'C
�
 �����	� [−1, 1] ����� 
���� � ���	� x0 = 0! ���
	� y′(0) �� �����
�������

&�"������ (% (��� ��
����� ���	��� f(x) �������
������ �
 ���
	������ �����"��	�! �� ���	��� f(x) � ���	��� (f(x))n!  �� n �
����"�������� �����!������
���
�
������A��� �
��������C ��
�
����� � ����� ���	��

������ 8� R��	� ����
��@

 � �������@

 ����
���  ��
=�� f(x) =
2x3 + 3x2 − 36x �� �	�
�

 [−2, 1]�
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R���
� :���������/  ��
=�� f ′(x) = 6x2 +6x− 36� )��
� <:���'
���	
���!
 �� L
�	�
���> ��0���� �� �����
���

f ′(x) = 0 ⇔ 6x2 + 6x − 36 = 0 ⇔ x2 + x − 6 = 0 ⇔ x1 = −3, x2 = 2.

R� ���� �� ����
��!0 	��

 �
 :������
&�	 :���
&�	
� (−2, 1)�
R���
� ����
��� � 
��=
�!0 	��
�0 �	�
�
� f(−2) = 68( f(1) = −31�
E	� ������
	( �	� ����
��@

 ����
��
  ��
=�� f(x) �� [−2, 1]6

L	� f(1) = −31( � �������@

6 f(−2) = 68�

������ �7� R����	
 �������@

 � ����
��@

 ����
���  ��
=��

f(x) = x +
1
x
�� �	�
�



[
−2, −1

2

]
�

R���
� :���������/ f ′(x) = 1− 1
x2
� )�?�� 	��
� <:������	
���!


�� L
�	�
���> ��0���	�� �� �����
���;

1 − 1
x2

= 0 ⇔ x2 − 1
x2

⇔ x2 − 1 ⇔ x1 = 1, x2 = −1.

4	�
�
�

[
−2, −1

2

]
:������
&�	 	���
� ���� �� :����
��!0 	��



x2 = −1. R���
� ����
��
  ��
=�� � �
�; f(−1) = −2�

)
:
�� ����
� ����
��� � 
��=
�!0 	��
�0; f(−2)=−2
1
2
( f
(− 1

2

)
=

−2
1
2
� 5�
�� :����
��!0 ���
� −2 � −2

1
2
�!����
� ����
��@

 � ���'

����@

� R���
��@

 ����
��
  ��
=�� f(x) ��
[
−2, −1

2

]
���	�?�
	'

�� � 
��=�0 �	�
�
� f(−2) = f
(− 1

2

)
= −2

1
2
( � �������@

6 � 	��



L
�	�
���� f(−1) = −2�

������ ��� R����	
 ����
��@

 � �������@

 ����
���  ��
=��
f(x) = 2 sinx + 2 cos 2x �� �	�
�

 [0, 2π]�

R���
� :���������/ f ′(x) = 2 cosx − 2 sinx� )�?�� 	��
� <:���'
���	
���!
 �� L
�	�
���> ��0���	�� �� �����
���;

2 cosx − 2 sinx = 0 ⇔ cosx − sinx = 0 ⇔ cosx + cos
(
x +

π

2

)
= 0 ⇔

⇔ 2 cos
(
x +

π

4

)
cos
(π

4

)
= 0 ⇔

√
2 cos

(
x +

π

4

)
= 0 ⇔

⇔ cos
(
x +

π

4

)
= 0 ⇔ x +

π

4
=

π

2
+ πk, k ∈ Z ⇔ x =

π

4
+ πk, k ∈ Z.
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5�
�� ���
� ���� x =
π

4
+ πk 	���
� x =

π

4
� x =

5π

4
:������
&�	

�	�
�
� [0, 2π]� R���
� ����
���  ��
=�� � L	�0 	��
�0;

f
(π

4

)
= 2 sin

π

4
+ 2 cos

π

4
=

√
2 +

√
2 = 2

√
2,

f

(
5π

4

)
= 2 sin

5π

4
+ 2 cos

5π

4
= −

√
2 −

√
2 = −2

√
2.

R���
� ����
��� � 
��=
�!0 	��
�0 f(0) = 2 sin 0+2 cos 0 = 0+2 = 2(
f(2π) = 2 sin 2π + 2 cos 2π = 0 + 2 = 2� 5�
�� ���
� 2

√
2( −2

√
2( 2

�!����
� ����
��@

 � �������@

�
R���
��@

 ����
��
  ��
=�� f(x) �� [0, 2π] ���	�?�
	�� � 	��



x =
5π

4
( f

(
5π

4

)
= −2

√
2( � �������@

 6 � 	��

 x =

π

4
( f
(π

4

)
=

2
√

2�

������ ��� R����	
 ����
��@

 � �������@

 ����
���  ��
=��
f(x) = x4 − 8x2 + 5 �� �	�
�

 [−3, 2]�

R���
� :���������/ f ′(x) = 4x3 − 16x� ,
@�� �����
��


4x3 − 16x = 0 ⇔ 4x(x2 − 4) = 0 ⇔ x1 = 0, x2 = −2, x3 = 2.

#���
��� � 	��
�0 <:������	
���!0 �� L
�	�
���> f(0) = 5(
f(−2) = −11( f(2) = −11� #���
��� � 
��=�0 :���
&�	
� f(−3) = 14(
f(2) = −11�
)�
�� ������� ����
��@

 ����
��
  ��
=�� f(x) �� [−3, 2] ��'

�	�?�
	�� � 	��
�0 x = ±2 � ����� −11( � �������@

 ����
��
 6 �
	��

 x = −3 � ����� 14�

������ �9� +� 
�����	��?� ���	� 
��	��� �� �	������ a �
��0�����
��?�	���	� �	
�!	�/ ��
�0� 
�����	��/ 
����
�( �!�
��� :� �?���

�����	! � ��?��� ���������@�
�� 
���� ��
�� ���&�� �!	� �!��	�

����
�( �	��! 

 ��K
� �!� �������@��S

.��	� x 6 �	����� �!�
��
��?� 
�����	�� H���( �	� x ��&
	 ��'

�
��	��� �	 0 ��
a

2
( 	� 
�	� x ∈

[
0,

a

2

]
� .��	� V 6 ��K
� 
����
��
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 m( n(
p 6 ����! �
�
� L	�?� :�����
�
:�:
���C - ��@
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(a − 2x)(a − 2x)x = (a − 2x)2x�

�9Н
А
УЧ

Н
О

-И
Н
Ф
О
Р
М
А
Ц
И
О
Н
Н
Ы
Й

 Ц
Е
Н
ТР

 С
А
Н
КТ

-П
Е
ТЕ

Р
БУ

Р
ГС

КО
ГО

 Г
О
С
УД

А
Р
С
ТВ

Е
Н
Н
О
ГО

 Т
Е
Х
Н
О
ЛО

ГИ
Ч
Е
С
КО

ГО
 У
Н
И
В
Е
Р
С
И
ТЕ

ТА
 Р
А
С
ТИ

ТЕ
ЛЬ

Н
Ы
Х

 П
О
ЛИ

М
Е
Р
О
В



��'� 2�

)�
�� ������� ��@� ������ ��
���� 
 ��0�&�
��/ �������@
?�

����
���  ��
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V ′(x) = 2(a − 2x)(−2)x + (a − 2x)2 · 1 = (a − 2x)(a − 6x).

,
@�� �����
��
 V ′(x) = 0 ⇔ (a− 2x)(a− 6x) = 0� 4	
��� x =
a

2
���

x =
a

6
�

)��
� x =
a

2
���:���
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�( � x =

a

6
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��=�0 � L
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���
; V (0) = 0( V
(a

2

)
= 0( V

(a

6

)
=
(
a − a

3

) a

6
=

2a3
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	�� ���������!�� 	
��
	�'
�
�
��� ��
�
������C

)% 4����	� �:�
�
�
���  ��
=�� y = f(x)�
))% T
	���	� ��� �
�
	���	�  ��
=��� .
���������	�  ��
=���

$����������% )������! ��� ���	��� y = f(x) ����
�! ���� ���
���* x �� �
�
��� ����������� ����� −x �
	"� ����
���"�� �
�
�
��� ����������� � ��������� �
������� f(−x) = f(x)�

&�"������ *% )�
��	 ������ ���	��� ��� �
 ����������� �����
�������� ��� OY �

$����������% )������! ��� ���	��� y = f(x) ������
�! ���� ���
���* x �� �
�
��� ����������� ����� −x �
	"� ����
���"�� �
�
�
��� ����������� � ��������� �
������� f(−x) = −f(x)�

&�"������ +% )�
��	 �������� ���	��� ��� �
 ����������� ���
���������� �
�
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� � ���	� O(0, 0)�

&�"������ ,% ����������
� ���	��� y = f(x) �� �
��
������ ���
������ ������ ��� ��������! �
	�� ���	��� �
���
�� ���	����
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�� � ���
�

$����������% +���� T �
���
���� �������� ���	��� y = f(x)! ���
�� ��� ��
� � x �� �
�
��� ����������� ����
 x + T � x − T �
	"�
����
���"
� �
�
��� ����������� � ��������� �
������� f(x+T ) =
f(x− T ) = f(x). ,��	��� f(x) � -��� ����
� �
���
���� ����������
�	���

&�"������ -% .���� -������
���* ���	��� ����������	��� �����
���� ����	� ��� �����������	�� ���	���� ��-���� �� ������� ���
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�	��!0 ��� :������
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���� ��
 :������( L	� ��&�� ��
��	� :�� :����� �
	��� ��	
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�����( �
@�� �
���
��	�� f(x) > 0 ��� f(x) < 0� R���  ��
=�� 6
L	� 	��
� x( ��� 
�	��!0 f(x) = 0� A)� 
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�( � 
�	��!0 ?�� �
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�
�
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	 ��� OX �C
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� L
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=��� .���
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���>( ��?�	 �!	� ����
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�����
��� f ′(x) = 0� .���
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?� ��&�� :����
��	� �� ���
�
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�
���
� :���������� f ′(x) :�� :
�
0��
 �
�
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�&��/ �� 	��
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�����	
���!0 �� L
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�
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�
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�
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� �
 �
��
	( 	� L	� 	��
�
�
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� ���
�:��	����	�� :���������� f ′(x)( ��&�� �
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��	� �!���! � ����	�����	�  ��
=�� f(x)�
1��� f ′(x) > 0( 	� f(x) ������	�
	�
1��� f ′(x) < 0( 	� f(x) ��!��
	�

&�"������ /% /��	�! � 	�����* ���������
� f ′(x) �� ����������!
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&�	
� ���
�:��	����	�� �	���� :���������� f ′′(x) :������'

/	 ��
��	� �!���! � 0���
	
�
 �!:�
���	�  ��
=�� f(x)�
1��� f ′′(x) > 0( 	� f(x) �!:�
�� �����
1��� f ′′(x) < 0( 	� f(x) �!:�
�� ��
�0�

&�"������ 0% /��	�! � 	�����* ����
� ���������
� f ′′(x) �� �����
������! 
 �
�
 ���	��� ���������
! �������� 0���������������
�
 ���� �
1�

.)% %���:	�	!  ��
=���

.����� x = a ����
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������ ����:	�	��  ��
=�� f(x)(
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&�"������ 1% (��� ���	��� y = f(x) ���� ���
�! �� �����	
�����

�������� � -�� ������ x = ai!  �� ai � 	���� ��
���
�����

.����� y = kx + b ����
	�� ��
������ ����:	�	�� :�� x → ±∞(

��� f(x) = kx + b + α(x)( ?�
 α(x) �
�
��
��� ����� �
������ :��
x → ±∞� ��� :�����������  ��
=�� y = f(x)( ����� k � b ��0���	
:� ��
��/���  �������;

k = lim
x→±∞

f(x)
x

; b = lim
x→±∞[f(x) − kx].
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=�� y0 = f(x0)�
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  ��
=�� y(x) =
x3

3 − x2
�
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0 x( ��� 
�	��!0 ����
��	
��

�����
x3

3 − x2
�	���
� �	 7( 	� 
�	� 3 − x2 �= 0 ⇔ x �= ±√

3� +	�
(

�����	� �:�
�
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��� ������  ��
=�� 6 �/��
 ����� x �= ±√
3�

3��"����4 x = ±√
3 6 �
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=�� A��� ���
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 8C�
))% T
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#��
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 y(x) =
x3

3 − x2
����� x �� −x;

y(−x) =
(−x)3

3 − (−x)2
=

−x3

3 − x2
= − x3

3 − x2
= −y(x).
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x3

3 − x2
≶ 0 �
	���� ��	
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��	
�� � ���
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� �0 �� �������/
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- :����
��!0 ��	
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� ����
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=�� � L	�0 	��
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�
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	 �
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����
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=��( � ���
  ��
=�� � �!������� 	��

;

y(2) =
23

3 − 22
< 0 A���
 <V>C,

y(1) =
13

3 − 12
> 0 A���
 <W>C,

y(−1) =
(−1)3

3 − (−1)2
< 0 A���
 <V>C,

y(−2) =
(−2)3

3 − (−2)2
> 0 A���
 <+>C.

.����
��!� ���
 �	���� ��� ��	
������( �� 
�	���?� �!����� 	��
��

5��	!��
� �� ����=�/ � �����
�;
y(x) > 0 :�� x < −√

3 � 0 < x <
√

32
y(x) < 0 :�� −√

3 < x < 0 � x >
√

32
y(x) = 0 :�� x = 0 A����  ��
=��C�
3�� �
 :
�
�

�
	 ��� ���=��� � 	��

 (0, 0)�
).% )��
� L
�	�
����  ��
=��� .���
&�	
� ����	�����	��
R���
� :���������/ ������  ��
=���

y′(x) =
3x2(3 − x2) − x3(−2x)

(3 − x2)2
=

9x2 − 3x4 + 2x4

(3 − x2)2
=

9x2 − x4

(3 − x2)2
.
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� 	��
�( <:������	
���!
 �� L
�	�
���>( �
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��

y′(x) = 0�

9x2 − x4 = 0 ⇔ x2(9 − x2) = 0 ⇔ x = 0, x = ±3.
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 L	� �����	��	
���� � ��
��	
 �
����	�	 � �����'

���
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��
y′(x) > 0 :�� −3 < x < −√

3( −√
3 < x < 0( 0 < x <

√
3 �√

3 < x < 3� #����	( �� L	�0 :���
&�	
�0  ��
=�� ������	�
	 A�� ��'
���

 L	� ��	
����! :��
�
�! �	�
�
�� ��
�0C�

y′(x) < 0 :�� x < −3 � x > 3� #����	 �� L	�0 :���
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�0  ��
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	 A�� �����
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'
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�
0��
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�	�
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y(−3) =
(−3)3

3 − (−3)2
=

9
2
, y(3) =

33

3 − 32
= −9

2
.
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y′′(x) =
(18x − 4x3)(3 − x2)2 − (9x2 − x4) · 2(3 − x2)(−2x)

(3 − x2)4
=

=
(18x − 4x3)(3 − x2) + 4x(9x2 − x4)

(3 − x2)3
=

6x3 + 54x

(3 − x2)3
=

6x(x2 + 9)
(3 − x2)3

.

)��
�( <:������	
���!
 �� :
�
?��>( ����/	�� 
������ �����
���
y′′(x) = 0�

y′′(x) = 0 ⇔ 6x(x2 + 9)
(3 − x2)3

= 0 ⇔ 6x(x2 + 9) = 0 ⇔ x = 0.
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�:��	����	�� �	���� :����������

��&�� �
@�	� �
���
��	��
x(x2 + 9)
(3 − x2)3

≶ 0� ,
@�� �0 �
	���� ��	
�'

������ ,
����	�	 ���
�
� �� ������
�

5��	!��
� �� ����=�/ � �����
��
y′′(x) < 0 :�� −√

3 < x < 0 � x >
√

3� #����	( �� L	�0 :���
&�	
�0
 ��
=�� �!:�
�� ��
�0�

y′′(x) > 0 :�� x < −√
3 � 0 < x <

√
3� #����	( �� L	�0 :���
&�	
�0

 ��
=�� �!:�
�� �����
.���������� y′′(x) ������
	�� � ���� � ����� 	��

 x = 0 � �
��
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=���
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�
0��
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� 	��
� ±√
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 :
�
?��� y(0) = 0�
.)% %���:	�	!  ��
=���
-
�	�
����!
 ����:	�	! ?�� �
�  ��
=�� y(x) �! ��@�� � :��
'

	
 Q( ��� ����/	�� :���!
 x = ±√
3�

R���
� ��
����!
 ����:	�	! y = kx + b ������  ��
=��;

k = lim
x→±∞

f(x)
x

= lim
x→±∞

x3

x(3 − x2)
= lim

x→±∞
x2

3 − x2
= −1.

b = lim
x→±∞ [f(x) − kx] = lim

x→±∞

[
x3

3 − x2
+ x

]
= lim

x→±∞

[
3x

3 − x2

]
= 0.

&�"������ '(% 3 �
���� ����
� lim
x→+∞

x2

3 − x2
= lim

x→−∞
x2

3 − x2
= −1!

�
	 	
	 (−x)2 = x2! � lim
x→+∞

3x

3 − x2
= lim

x→−∞
3x

3 − x2
= 0! ������
�����

��! ���	��� ����� ���� � �� "� 
�������� �
 +∞ � −∞�
3 ���! ��� �
���� ������� �
����� �����! ��"�� �
�������!

�������� ��
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y = −x�
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��
  ��
=�� � 	��
�0 x = ±1;

y(1) =
13

3 − 12
=

1
2
, y(−1) =

(−1)3

3 − (−1)2
= −1

2
.

.� :����
��!� ����!� :��	���� ?�� �
  ��
=�� A��� ���� FC�
3��"����4 +� ����=��( :����
���� :�� ����
�������( ���&��

��?�����!��	��� � �����
���

������ ��� .��	���	� ?�� �
  ��
=�� y(x) = e−x2
�

)% 4����	� �:�
�
�
���  ��
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�
��� ������  ��
=��; x 6 �/��
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y(−x) = e−(−x)2 = e−x2
= y(x).

������  ��
=�� ����
	�� �
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� �	����'
	
���� ��� Oy�
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 ����
	�� :
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���
)))% .���
&�	
� ���
�:��	����	��� R���  ��
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.� �����	��� :�
���	
�����  ��
=��( ��� ��
0 ����
��� x ��

	

�
�	� �
���
��	�� e−x2
> 0� )� 
�	� e−x2 �= 0( ?�� �
  ��
=�� ���:�'

��&
� �!@
 ��� Ox � �
 :
�
�

�
	 

� AD��
=�� :������
	 	���
�
:���&�	
���!
 ����
����C

).% )��
� L
�	�
����  ��
=��� .���
&�	
� ����	�����	��
R�0���� :���������/ y′(x) = −2x · e−x2

( 	��
�( :������	
���!

�� L
�	�
��� y′(x) = 0 ⇔ x = 0�

D��
=�� ��!��
	 :�� x > 0 � ������	�
	 :�� x < 0� )��
� x =
06 	��
� ��
������� A#��
 :���������� ���
��
	�� � <+> �� <−>�C
#���
��
 � 	��

 ��
������ y(0) = 1�

.% )��
� :
�
?���  ��
=��� U���
	
� �!:�
���	��
R���
� �	���/ :���������/

y′′(x) = −2 · (xe−x2
)′ = −2(e−x2 − 2x2e−x2

) = −2e−x2
(1 − 2x2).

)��
� :
�
?��� ���&�! �����
	����	� �����
��/ y′′(x) = 0 ⇔
2x2 − 1 = 0 ⇔ x = ±

√
2

2 .

D��
=�� �!:�
�� ��
�0 :�� −
√

2
2

< x <

√
2

2
� D��
=�� �!:�
��

���� :�� x < −
√

2
2
� x >

√
2

2
� )��
� x = ±

√
2

2
6 	��
� :
�
?���

 ��
=�� A���
 �	���� :���������� �
��
	��C( � ����
��� � �
�����!0

	��
�0 ����! y

(√
2

2

)
= y

(
−
√

2
2

)
=

1√
e
.
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k = lim
x→±∞

e−x2

x
= lim

x→±∞
1

xex2 = 0.

b = lim
x→±∞

[
e−x2 − 0 · x

]
= lim

x→±∞
1

ex2 = 0.

D��
=�� ��

	 ?������	�����/ ����:	�	� y = 0�
.))% ���	�����!
 	��
��
-!������ ��� 
��	���� ����
���  ��
=�� � 	��
�0 x = ±1 6

y(1) = y(−1) = e−(±1)2 = e−1.
.��	���� ?�� �
  ��
=�� A��� ���� �C�
,�����	��� 
�
 ���� :���
�( 
���
�	���� 
?� �
�

 :��������

������ �I� .��	���	� ?�� �
  �
�=�� y(x) = ln sinx�

)% 4����	� �:�
�
�
���  ��
=���
.�� ���
�� ��?��� �� ��&
	 �	��	� 	���
� :���&�	
����� �
��'

���� sin x > 0 ⇔ x ∈ (2πk, π + 2πk)( k ∈ Z� )� 
�	� �����	� �:�
�
'
�
��� ������  ��
=�� 6 ��	
����! ����! π; . . . , (−2π,−π), (0, π),
(2π, 3π), . . .�
- 
��=�0 L	�0 ��	
������ ����� :������
	 ����
��
 �����
 7(

ln 06 �
 �:�
�
�
�� 5�
����	
����( �  ��
=�� ����	 �
�	�
����!

����:	�	! :�� sin x = 0 ⇔ x = πn( n ∈ Z�

))% T
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�
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=��� .
���������	��

�9Н
А
УЧ

Н
О

-И
Н
Ф
О
Р
М
А
Ц
И
О
Н
Н
Ы
Й

 Ц
Е
Н
ТР

 С
А
Н
КТ

-П
Е
ТЕ

Р
БУ

Р
ГС

КО
ГО

 Г
О
С
УД

А
Р
С
ТВ

Е
Н
Н
О
ГО

 Т
Е
Х
Н
О
ЛО

ГИ
Ч
Е
С
КО

ГО
 У
Н
И
В
Е
Р
С
И
ТЕ

ТА
 Р
А
С
ТИ

ТЕ
ЛЬ

Н
Ы
Х

 П
О
ЛИ

М
Е
Р
О
В



y(−x) = ln sin(−x) = ln(− sinx)( 	� 
�	� �� 	��

 x � −x 	���
�
���� �
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�
�
���� D��
=�� �
 ����
	�� �
	��� ���
�
�
	���( 	� 
�	� L	�  ��
=�� ���
?� �����

y(x ± 2π) = ln sin(x ± 2π) = ln sinx = y(x)� D��
=�� ����
	��
:
������
�
�� � :
������ 2π�
3�� �
 ������  ��
=�� ��&�� :��	���	� �� ��	
����
 ����! 2π(

:���
 �
?� <������&�	�> �� ��/ �����	� �:�
�
�
����
)))% .���
&�	
� ���
�:��	����	��� R���  ��
=���

y(x) = 0 ⇔ ln sin x = 0 ⇔ sin x = 1 ⇔ x =
π

2
+ 2πk.

y(x) > 0 ⇔ ln sin x > 0 ⇔ sin x > 1, 	�
�0 x �
 ���
�	��
	�
y(x) < 0 ⇔ ln sin x < 0 ⇔ sin x < 1 ⇔ 0 < sin x < 1 ⇔ x ∈(

2πk,
π

2
+ 2πk

)
∪
(π

2
+ 2πk, π + 2πk

)
, k ∈ Z�

).% )��
� L
�	�
����  ��
=��� .���
&�	
� ����	�����	��

y′ = ctg x( 	�
�� �������( y′(x) = 0 ⇔ ctg x = 0 ⇔ x =
π

2
+ πk 6
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 �� L
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R���
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y′(x) > 0 ⇔ ctg x > 0 ⇔ x ∈
(
2πk,

π

2
+ 2πk

)
( k ∈ Z 6 �� L	�0

:���
&�	
�0  ��
=�� ������	�
	�

y′(x) < 0 ⇔ ctg x < 0 ⇔ x ∈
(π

2
+ 2πk, π + 2πk

)
, k ∈ Z 6 �� L	�0

:���
&�	
�0  ��
=�� ��!��
	�

)��
� x =
π

2
+ 2πk( k ∈ Z 6 	��
� ��
������  ��
=���

y
(π

2
+ 2πk

)
= ln sin

(π

2
+ 2πk

)
= ln 1 = 0.
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y′′(x) = (y′(x))′ = (ctg x)′ = − 1
sin2 x

� )�
�� ������� y′′(x) < 0 ���
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0 ����
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��� 6  ��
=�� �!:�
�� ��
�0�
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k = lim
x→±∞

ln sin x

x
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x→±∞ sin x� R�
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�� ���
��� (x, y) ������
������� ������������ ����� z� ��� -��� �����
z = z(x, y)! z = f(x, y)�
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��'� 7� ��'� 0�

$����������% ����� z = z(x, y) � ���	��� ���* ���
������* ���
�������* � ���	
 M0(x0, y0) � ���������� ���	
 �
�
��� �������
����� ���	��� z = z(x, y)� +
����� ����������� � ���	� M0 ���	�
��� z(x, y) �� ���������� x �
���
���� ������ �
���� � ����
�����
���	��� �� 
� ������ x 	 ����
����� 
� �����
! 	� �
 ����
�����

� �����
 ��������� 	 ����� +
���
� ���������
� �� ����������

x ���	��� z = z(x, y) � ���	� M0 �
���
�
����
∂z

∂x
(M0)� /
	�� �
�

�
���6
∂z

∂x
(M0) = lim

Δx→0

z(x0 + Δx, y0) − z(x0, y0)
Δx

.

3��
"���� z(x0 +Δx, y0)− z(x0, y0) � ���� �
����� ����
�����
���	��� �� 
� ������ x�

7�
�� ���� ������������ �
���
� ���������
� � ���	� M0 ���	�
��� z = z(x, y) �� ���������� y6

∂z

∂y
(M0) = lim

Δy→0

z(x0, y0 + Δy) − z(x0, y0)
Δy

.
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( 	� �������
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�/	 � :�@�	
∂z

∂x
(

∂z

∂y
�

&�"������ '*% +
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��� ��:
@��?� �!����
��� ���	�!0 :��������!0 �
��0����� ���'
�
	� 	
0��
�� ��  
�
�=��������  ��
=�� ����� :
�
�
�����

������ �7� ����  ��
=�� z = x3y3 + 9x − 4y + 8� R��	�
∂z

∂x
(

∂z

∂y
(

∂z

∂x
(M0)(

∂z

∂y
(M0)( ?�
 M0(1, −1)�

R���
� ���	��/ :���������/ :� :
�
�
���� x � :�����������
	��

 (x, y)� - L	�� �����
 :
�
�
���� y 6  �
���������
∂z

∂x
= 3x2y3 + 9� -!������ 	
:
�� ����
��
 L	�� :���������� � 	��'



 M0�
∂z

∂x
(M0) = 3x2y3 + 9

∣∣∣
M0

= 3 · 12(−1)3 + 9 = 6.

R���
� ���	��/ :���������/ :� :
�
�
���� y � :�����������

	��

 (x, y)� - L	�� �����
 :
�
�
���� x 6  �
��������
∂z

∂y
= 3x3y2−

4� -!������ 	
:
�� ����
��
 L	�� :���������� � 	��

M0�
∂z

∂y
(M0) =

3x3y2 − 4
∣∣∣
M0

= 3 · 13 · (−1)2 − 4 = −1.

- L	�� :���
�
 :�� �!����
��� ���	��� :���������� :� :
�
�
�'
��� x � :����������� 	��

 �! :������� ����/  ��
=�/ �	 ���0
�
�������!0 :
�
�
��!0 3x2y3+9� E	�  ��
=�/ ��&�� ����� ��  
'
�
�=�����	� :� :
�
�
���� x ��� :� :
�
�
���� y� #����	( ��0����/
 ��
=�/ �! ��  
�
�=���
� ���&�! �( ���	�
	�	�
���( :�����
�
�	��!
 ���	�!
 :��������!
�
1��� ��0����/  ��
=�/ �! ��  
�
�=���
� ���&�! :� x( 	�

:������ �	���/ :���������/ :� x( 
�	���/ ��������/	
∂2z

∂x2
( :���?��

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
�

- ��@
� :���
�

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂x
(3x2y3 + 9) = 6xy3.

%����?����
∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂y
(3x3y2 − 4) = 6x3y�

��
 � ��� :
��!0 :��������!0( ��� �	��!0 ��&
	 �!	� �!����
��
����
��
 � 	��

( ��:���
�( � 	��

 M0�

∂2z

∂x2
(M0) = 6xy3

∣∣∣
M0

= 6 · 1 · (−1)3 = −6.

∂2z

∂y2
(M0) = 6x3y

∣∣∣
M0

= 6 · 12 · (−1) = −6.
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1��� ���	��/ :���������/ :� x ��  
�
�=���/	 :� y( 	� ?�����	

� �	���� ��
@����� :����������( 
�	���/ ��������/	
∂2z

∂x∂y
( :���?��

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
�

- ��@
� :���
�

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
3x2y3 + 9

)
= 9x2y2.

5�
@����� :���������� ��&
	 �!	� :����
�� � ���?�� �������(

��� :���������/ :� y ��  
�
�=�����	� :� x�

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂x

(
3x3y2 − 4

)
= 9x2y2

�! :������� ���� � 	�	 &
 �
����	�	� E	� ������� � 	
�( �	�
��
@���!
 :��������!
 ����! � �
 ������	 �	 :����
� ��  
�
�=�'

�������
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= 9xy2.

-!������ ����
��
 ��
@����� :���������� � 	��

 M0�
∂2z

∂x∂y
(M0) = 9x2y2

∣∣∣
M0

= 9 · 12 · (−1)2 = 9.

������ ��� ����  ��
=�� z = xy � -!�����	�
∂z

∂x
(

∂z

∂y
(

∂2z

∂x∂y
(

∂2z

∂y∂x
(

∂2z

∂x2
(

∂2z

∂y2
�

∂z

∂x
= [y 6 
���	��	�] = yxy−12

∂z

∂y
= [x 6 
���	��	�] = xy ln x�

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂y

(
yxy−1

)
= [x 6 
���	��	�] = xy−1+yxy−1 ln x�

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂x
(xy ln x)=[y 6 
���	��	�]=yxy−1 ln x+xy 1

x
=

xy−1 + yxy−1 ln x.

5�
@���!
 :��������!
 ����� ���:���/	�
∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂x

(
yxy−1

)
= [y 6 
���	��	�] = y(y − 1)xy−2�

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=

∂

∂y
(xy ln x) = [x 6 
���	��	�] = xy · ln2 x�

������ ��� ����  ��
=�� z = ln (y + ex)� -!�����	�
∂z

∂x
(

∂z

∂y
(

∂2z

∂x2
(

∂2z

∂y2
(

∂2z

∂x∂y
�
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∂z

∂x
= [y 6 
���	��	�] =

ex

y + ex
2

∂z

∂y
= [x 6 
���	��	�] =

1
y + ex

�

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
ex

y + ex

)
= [y 6 
���	��	�] =

ex(y + ex) − ex · ex

(y + ex)2
=

ex(y + ex − ex)
(y + ex)2

=
yex

(y + ex)2
�

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
1

y + ex

)
= [x 6 
���	��	�] = − 1

(y + ex)2
�

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂y

(
ex

y + ex

)
= [x 6 
���	��	�] = − ex

(y + ex)2
�

R����	
 �����	��	
����
∂2z

∂y∂x
( �
����	�	 ���&
� ���:��	� � :�'

��
���� :����
��!� �	�
	���

������ �9� ����  ��
=�� z = sin
x

y
� R��	�

∂z

∂x
(

∂z

∂y
(

∂2z

∂x2
(

∂2z

∂y2
(

∂2z

∂x∂y
�

∂z

∂x
= cos

x

y
· 1
y
2

∂z

∂y
= cos

x

y
·
(
− x

y2

)
�

∂2z

∂x2
=

1
y

(
− sin

x

y

)
1
y

= − 1
y2

sin
x

y
�

∂2z

∂y2
= − sin

x

y

(
− x

y2

)(
− x

y2

)
+cos

x

y

(
−−2x

y3

)
= −x2

y4
sin

x

y
+

2x

y3
cos

x

y
�

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂y

(
1
y

cos
x

y

)
=− 1

y2
cos

x

y
+

1
y

(
− sin

x

y

)(
− x

y2

)
=

− 1
y2

cos
x

y
+

x

y3
sin

x

y
�

R����	
 	
:
�� �����	��	
����
∂2z

∂y∂x
( �
����	�	 ���&
� ���:��	�

� :���
���� :����
��!� �	�
	���

������ �F� ����  ��
=�� z = z(x, y)� .�
���	�( �	�

F

(
x, y, z,

∂z

∂x
,

∂z

∂y
,

∂2z

∂x2
,

∂2z

∂y2
,

∂2z

∂x∂y

)
≡ 0.


C z =
x

y2
2 F =

∂2z

∂x∂y
− 1

x
· ∂z

∂y
�

- ������ �����
 �
��0����� �!�����	� ��@� 	
 ���	�!
 :�������'
�!
( 
�	��!
 �0���	 � �!��&
��
 F � :�����
�� �
�����!
 �
��	���(
:�
���	�( �	� F ≡ 0�

R���
� ���	�!
 :��������!

∂z

∂y
�

∂2z

∂x∂y
�
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∂z

∂y
= −2x

y3
2

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
= − 2

y3
�

.���	���� :����
��!
 �
����	�	! � �!��&
��
 ��� F �

F =
∂2z

∂x∂y
− 1

y
· ∂z

∂y
= − 2

y3
− 1

x
·
(
−2x

y3

)
= − 2

y3
+

2
y3

= 0.


C z = ln(x2 − y2)2 F =
∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
.

R���
� ���	�!
 :��������!

∂2z

∂x2
(

∂2z

∂y2
�

∂z

∂x
=

2x

x2 − y2
2

∂2z

∂x2
= 2 · x2 − y2 − x · 2x

(x2 − y2)2
=

−2(x2 + y2)
(x2 − y2)2

�

∂z

∂y
= − 2y

x2 − y2
2

∂2z

∂y2
= 2 · x2 − y2 − y · 2y

(x2 − y2)2
=

−2(x2 + y2)
(x2 − y2)2

�

.���	���� :����
��!
 �
����	�	! � �!��&
��
 ��� F �

F =
∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
=

−2(x2 + y2)
(x2 − y2)2

− −2(x2 + y2)
(x2 − y2)2

= 0.

-
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�� 
 �:�
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�
��/ :����������  ��
=�� :� �����
:
�
�
����� .�� �:�
�
�
��� :���������� �! �	�	�:��� �	  �
��'
�������� 	��
� x0 � �/��/ �	����� �� �
������ Δx 6 :�����
��

��?��
�	�� )���� 	�
 &
 �! :��	�:��� :�� �:�
�
�
��� ���	��� :��'
�������� :� x A��� :� yC ���  ��
=�� ���0 �
�������!0 :
�
�
��!0�
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�
'
�
���� A	�
 
�
 ���?�� :
�
�
����  �
��������C( ������ :�����
��

	���
� :� ����� �� :
�
�
��!0� ��
�� &
 ������� ��&
	 �!	� ��
�
'
�� :���	�
 :����������( 0���
	
���
 ��
��� ���  ��
=�� ���0 �
��'
�����!0 :
�
�
��!0S 4�
�����( ���� �	 ��0����� 	��
� M0(x0, y0)
:
�
�	� 
 ����� 	��

 M(x0 + Δx, y0 + Δy)( ���
��� ������
�
���
��
 :
�
�
��!0( x( � y( ����� �
 ����( � ��� :�����
��� Δx � Δy�

��'� 1/�

)�
�
 ������
 :�����
��
 ������ ����	� :�� :����� �

	��� �


�������	��� Δx � Δy�
−−−→
M0M = (Δx, Δy) A��� ���� �7C� )�
�� ����'

���( �! :��@�� 
 :���	�/ :����������  ��
=�� ���0 :
�
�
��!0 �
��:����
��� �

	��� A��� :���������� :� ��:����
��/C�

$����������% ����������� ���	��� z = z(x, y) � ���	� M0(x0, y0)
� �
��
������ ��	���


−→
l �
���
����

lim
M→M0

z(M) − z(M0)
M0M

,  �� M0M =

{
|−−−→M0M |, ����

−−−→
M0M ↑↑ −→

l !

−|−−−→M0M |, ����
−−−→
M0M ↑↓ −→

l �

5
���
�
�� �
	�� �����������
∂z

∂l
(M0)�

��� �!����
��� :���������� :� ��:����
��/
−→
l  ��
=�� z =

z(x, y) � 	��

M0(x0, y0) ��� :�������	�� :���	�
 ?����
�	�� �����

?� �:�
�
�
��
�

$����������% )�
������� ���	��� z = z(x, y) � ���	� M0(x0, y0)

�
���
���� ��	��� grad z(M0) =
(

∂z

∂x
(M0),

∂z

∂y
(M0)

)
�

1��� 	�
��
	�� �!�����	� ?����
�	 � :����������� 	��

M(x, y)(

	� �������
��
 M0 �:��
�/	; grad z =
(

∂z

∂x
,

∂z

∂y

)
�
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������ ��� ����  ��
=�� z = 3x4y2−7xy3� R��	� ?����
�	  ��
=��
z = z(x, y) � :����������� 	��

 � 	��

 M0(0, −1)�

R���
� ���	�!
 :��������!

∂z

∂x
�

∂z

∂y
�

∂z

∂x
= 12x3y2 − 7y3;

∂z

∂y
= 6x4y − 21xy2.

3����
�	 6 L	� �

	��( 
�������	! 
�	���?� 
�	� ���	�!
 :����'
����!
 :� :
�
�
��!� x � y�

grad z = (12x3y2 − 7y3, 6x4y − 21xy2).

R���
� ?����
�	  ��
=�� z = z(x, y) � 	��

 M0(0, −1)�
grad z(M0) = (12x3y2 − 7y3

∣∣∣
M0

, 6x4y − 21xy2
∣∣∣
M0

) = (12 · 03 · (−1)2)− 7 ·
(−1)3, 6 · 04 · (−1) − 21 · 0 · (−1)2) = (7, 0).

&�"������ '+% ,��	��� z = z(x, y) ����
��
�� 
������ ��� � �
�
��
������ ��	���
 grad z� ��������� -�� � �
	�
 ��"�� �
��� �
��
�� ���
��	� �� ������ �
���
��	�! �
������ � OF( �P�

�����  ������ ��� �!����
��� :����������  ��
=�� z = z(x, y)
:� ��:����
��/ �

	���

−→
l � 	��

 M0(x0, y0);

∂z

∂l
(M0) = grad z(M0) · −→l1 ,

?�

−→
l1 =

−→
l

|−→l |
6 ��	 �

	���

−→
l 6 �

	��( ����:����
��!� � �

	����

−→
l � ��
/��� 
�������/ ������
)�
�� �������( :
�
���&�� �
������ ?����
�	  ��
=�� � 	��



M0 � ��	 �

	���
−→
l ( �! :�����
� :���������/  ��
=�� z = z(x, y)

:� ��:����
��/ �

	���
−→
l � 	��

 M0�

������ �I� ����  ��
=�� z = 9x2y + 10xy3( 	��
� A(1, −1) � �

	��
−→a = (3, 4)� R��	� �C grad z(A)( �C

∂z

∂a
(A)�

�C R���
� ���	�!
 :��������!

∂z

∂x
�

∂z

∂y
�

∂z

∂x
= 18xy + 10y3;

∂z

∂y
= 9x2 + 30xy2.
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)�
�� ������� grad z =
(
18xy + 10y3, 9x2 + 30xy2

)
� R���
� grad z(A)�

grad z(A) =
(
18xy + 10y3

∣∣∣
A
, 9x2 + 30xy2

∣∣∣
A

)
=

= (18 · 1 · (−1) + 10 · (−1)3, 9 · 12 + 30 · 1 · (−1)2) = (−28, 39).

�C R���
� ��	 �

	��� −→a � ��� L	�?� ����
��� 
�&��/ 
�����'
��	� �

	��� −→a �� 
?� ������ -!������ ����� �

	��� −→a � |−→a | =√

(−3)2 + 42 =
√

25 = 5. )�
�� ������� ��	 �

	��� −→a ( �

	�� −→a1 =(
−3

5
,

4
5

)
.

.
�
���&�� �
������ grad z(A) � ��	 −→a1� .������ ��
���/ :��'
�������/  ��
=�� z = z(x, y) � 	��

 A :� ��:����
��/ �

	��� −→a �

∂z

∂a
= grad z(A) · −→a1 = −28 ·

(
−3

5

)
+ 39 · 4

5
=

84
5

+
156
5

=
240
5

= 48.

������ ��� ���!  ��
=�� z = ln(x2 + 4y2)( 	��
� A(−1, 1) � �

	��
−→a = (2, −1)� R��	� �C grad z(A)( �C

∂z

∂a
(A)�

�C
∂z

∂x
=

2x

x2 + 4y2
;

∂z

∂y
=

8y

x2 + 4y2
.

grad z =
(

2x

x2 + 4y2
,

8y

x2 + 4y2

)
�

grad z(A) =
(

2x

x2 + 4y2

∣∣∣∣
A

,
8y

x2 + 4y2

∣∣∣∣
A

)
=
( −2

1 + 4
,

8
1 + 4

)
=
(
−2

5
,

8
5

)
�

�C|−→a | =
√

22 + (−1)2 =
√

52 −→a1 =
(

2√
5
, − 1√

5

)
6 ��	 �

	��� −→a �

∂z

∂a
= grad z(A) · −→a1 = −2

5
· 2√

5
+

8
5
·
(
− 1√

5

)
= − 4

5
√

5
− 8

5
√

5
= − 12

5
√

5
.
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